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 ����# "�# ���# ���# 	������� ,��.
���� ��� ����# ��� ����� ��� ��������

�� �� �� ���� ������� '��
 ���� )���� /000 �� (������ /000 �� �� *%)�,-�

�1����������������������$�����+	����-�� ����������*��������2���������#

� ���� ����
 �� ����� ���� $����� %�����
� ��� ��� ������������2 ��� ���� ���

�� ���#

������� � '��� �� ����
 ��� ������������ ������� ,��+��� ,� ��� ��� ��"

������� ������� ���� ��� ����� ������� ��� �� �����' ������� ,���� 	��������2

'���'��
����������������������2��������������������#

)���� ��� � ����
 �� ���������� ,������ ��
������ ���  ������� �� �� *��������

������������������������������������'��
#
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����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

���������	���� ������

��������	
����

�����������	
�������������	����������������	�������

&�� ����������� �� ��� ����� �� � '���� '� � �� ��������� ��� ��� ����� �� �

'��� ����� �� =�������� ��
� ��� ������������� �� '� � �������2 ��� '� � ������

���������� �� ��� =������ �� ��� ������2 ��� '���� ����� �� ��� ������� �������

'���� ����� �� ������� �� ���������# &�� ��1��� �� ���������� �� ����� �� ���

������� �� ��� ��� �� ��������� �� ��� '� �� ������# &�� ����� �� � '���� '� � ��

���� ����������� ��� ������������� ��� ��������� ���������� ��� ��� ������ ��

'� ��# >��'����� ����� '���� '� � ������ �� ��������� ��� ��� ������ �� ��

������� � ����� ���������� '���� �� ����� �� �� ���� ��� ���� ��������� '��� ���

��� �� �� �� ������# ����������� �������� ��������� ��=���� 
��'����� ����� ���

����� �� � '� � ������ ��� ����������� '��� ������������� ��� ���������� ��� ����� ��

�������� ���������� ��� ��� ����������� ��� �������# &��� �� � 
�� ��=������ ��� ���

������ ��� ��� ������������ �� ���� ������� � ��� �� � ���������� �� ��� 
��� ��
�

�����2 ���������2 �����2 ��� ���� �� ����� �������� ���������# ,����������� �� '� �

������ ��� �1����� ��� ���� �� ���������� ��� ������������ �� ��'������ ������ ��

��� ���� �� ������� �������� �������� ���������� '���� ��� ������� ��� '� �

�����������������������'� ���������'���������������������������������#

��������������	����

&�� �������� �������� '�� �� ��������� ��� ������� �� � '� � �� �� ��� �

������� ������ �� '���� ����� ������ ���� ��� '����2 ��
��� � ����� �� ��� '� �

'��� �� �� ������� ��� ������ ��� ���� ������� � ��� ������ ������� ���� ���

����������# &�� '� � ����� ��� �� ������������� �� ������������� ��� '� ��

������� ���'��� ��� ��������� ������# &�� ������������ ���������� �� ��� ���������

�������������������������������������������� ���������#

)� ����� �� �������� ������� �� � ����� ����' ��� '���� ������� ��� �� ����

������� �� ��� ������ �� � ��� ��� �����������# &�� �������� �� � ��� ������ ������ ��

������������������'��������������� ������������#�&�������� ������������������������

��� ������� ��� �� ��� �������� ������� ��� ��� ������� �������� �� '���� ���'�

������ �� �����������2 �� ���������� �� ������' '����2 ���������� ����
��� '� �� ��



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

���������	���� ������

����� �� �������������# )��� ����� ��������� �� ��� ��������� �� �������� � ���� ��

�������������������������������'����#

&� � ��� ���� ��������2 ������������ ������� ��� ��� ��������� �� �������

'� ����� ��������� ������!

)� ��� ��������� �� ��� /0�� ������� ��� ����� �������� �� � ���� ���� �� �������

��� ����� ���� �� ����� '� �� �� ������ �����������# %�������� �� ?32 $����������

3886@ ��� ��������� �� ������+����������� �� ��
��� �'� �������� �� ��� ���� ������

���� ���������  ��'������# )����'���� ���=�� ������ ��� ���������� �� ���� ��������#

���� ��� �'� ����������� ����������� �� ��� ����������� ��� ����� �����������

����������� �� ����� ������ ��� �� ���������� �� � ��������� ���������� ������#

������ 3#3 ����������� ��� ���������# &�� ����� ���� �=����� ��������� ��� �'� ��������

'��� ��� �������� � ���� �������� �� ��������# $���������� ���������� ��� �����������

�� ��� ����� A12�2.B� �� �����'�! ������
�
����

�
��

�
� 2 ����������

�
��

�
� ���

�������� ����
�
��

�
� #

&�� '���� ������� ���� �� �� ���
�� '��� ���� �� ������������ ���������� ���

����� ������ �����������# ) ���������� �� �� ��������� '���� ������ �� ��� �'�

�������� ���������� �� ��� ���� ����� �� ��� ������# ?/2 ������� 3880@ �1������

������������������������� �2�������������������������+������������������=���#

��������	�
��������������������������������	
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����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

���������	���� ������

?62 ����� �� ��#2 3884@ �������� �� ��������� '���� ���
��� ��� ������� ��

����������� ��� �������� �� ����� � ������ �� ����� ����� �� ������� � �����1 ��

���������� �� � '���� '� � �������# ����� ���� ��� ���� ������ �������� '��� � �����

������  ��'��� ������ '���� ������� �� ���������� ��� ���������� ��������������

��������������� ��'������#�&����1������������������������������������������������3#/#

)������ ����������� ������ �� ����� �� ��� ,���C+������# ?;2 ����� �� ��#2

3880@ �������� � ������ �� '���� ����� �� ��������� ������� � ������� ���� � '����

'� � �������# &�� ������� �� ��� '���� ��  ��'�� �� � ������ ������� � �������

�������# &�� ������ �� � ������ ������� ���������� '���� ��� �� ����������� �� �

�������� �� ��+��� �� ��� �������# -������������ ��� ����������� ��� ����
��� �� ���

������� ��� ������1 ����������# &�� '���� ��� �� �� ���� �� ����� �� ��� ����������

��������#

������� ������� ��� ��� ���������� �� � ������� ������� ���� ��� �������# ����

������������2��������������������������������������'� �������������������#

(���� ���������� ��� ��� ������ �� ����� ���������� �� ��� '���� �������# &��

����� ������ ��2 ���� �� �� ������� ��������� �� ����� ���������� ��
� ��� �����

���������������������������'����#

��� ������� ����������� ����� ������� ��������� ������� �� '���� '� �

�������� �� �1����� � ����������+������ �� ��� ���� �� ��� '�� ����� �� ���

-�� ����������&'��������?42�D#�$#�	�������2�3889@#

������ �	�
 ������������ �������������� ������������� ��������������� ���������� ��� �����������
�����������������������	

������

������
�����	����


�����������

���	������
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������
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�����
����

�������



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

���������	���� ������

���������	��������	���������	��	��


&�� ��� �� ���� ����� �� �� �� ���� ������� ��������� ������# �� �� ��� ���

����� �� ���� '��
 �� �� ���� � ���������� ��' ��������� ��������� ��� �� �������� �

������ �� ������� '���� ���� ��� ������� �� �������� ��������� ��� � ���# �������

�� ���������� �� �1������ ��������� ������ ��� ��������� �� � �� ��� ��� ���������

�� ���� �� ���������# �� ��� ���+�� �� ���� ����� ��� �����'��� ������� ���������� �� �

������������!

� &�������������������������������������������'� ����������'��#

� &�� ������ ������ ����' ���������� ������������ �� ������ ��� ����� �� '� �

���������������������������������������'�����������������������#

� &����������������������������� �������������������'� ����������#

� &�� ������� �� ����������� ��� ������� �� ������ �� ������ �� ������

��������������������������������������1������������#

� &����������������������������2���'����������������������#



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

�� ����������
�!��"�� �����#

������������������	�

��������

(������ �� '��� �� �������� ������ ������� ������ '� �� ��� �����# (������

������� ������� ��� �� ������� ���������� ��� � ��� '���� �������# &��� �� ��

�� ������ �� ����� ����������2 ���������� '��� � ������ ����������� ������ ��

������# &�� �� ��� ������ �� ���� �� ������� � ��� 
��� �� ����� ����� '� ��# &���

�������� '� �� '���  ��� ����� �� '��� ��  ��� ����� '� �+����� ���������#

,����������� ����� �� ����� ����������2 �� ,���C �������� �� �� ��� ���������

��������� �� ����� ��� ������� ��������� �� ��� '� �+����� ��������# &�������� �����

������� �������� �� �� ���� � ������� ����� �� '� � ������# ��� �������� �� ��

��������� �� ������� ����� '� �+����� ��������� '��� ����� ���������� ������� �������

�� ��� ���� ���������� �� ��� �����# &�� ����������� �� ��� '���� ������� ����� �

������� ������ �� ����� ������� ����� ����� �� ����������� �� ����� ����������#

"�� �� ��� ���������� =������ �� � '���� ������� ����� '��� �� � ��������� '���� � ����

����� ��� '���� �������# &�� ��� �� ����� ����� ����'� �� ��� ������������

������=��� ��� ��������� ��� ������������# ) ������ ������� ��� ���� �� ����

��������� ����� �� ��� ���� ����# &��� �� �� �������2 ������� '� �� '���� ���

����������� '��� �������� ����������2 ��� ��� ���������� ������ � �� ��� �����������

������������#

�� ���������� ���������� �� �� �� ������� �� ������ ���� ��� ������� �� ������� ��

������� 3#6 ��� �� ����� ��� ����� ������ ����' ��� '���� �������# &��� �� ��������

'��� ��� ������������ ��� ���� �� � ����� '��� � ����������� ������# &���

����������� �� ������������� ������� �� ����'� �� ��� ���� �1����� �

����������# ��� ��������2 � ���������� ������ ����� ������ �� ������ �� ����� �

���������� �� ��� '���� ������� '���� ��� ������ ������ �� �� ���������� �� �

������# <� ������ ���� ����� ���������� �������� �� ��� '���� ��
� ���� ���� ��� �����

����� ������  ������ �� ��� '����# &�� ����� �� �� ������ ������� ��� '����# &��

����������2 ��� �� ��� �������� � =������ �� '����2 ��� �������� �� ��� �1�������� '���

��� ���� �� ���  ������ ����� �� ��� ����� �����# &�� ����� ����� ����� �������� ���

���� �������� ���� ��� ���������� '���� ��# &�� �� ������ �� ������� ��� ����� ������

�������� �� ��� ������ A����' ��� ��� '���� ������� '���� ��� ������ �� �������



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

�� ����������
�!��"�� ������$

��� � ��� '���� �������B �� ��������� �� ��� ����� ���������� =�������� �� ����� ���������#

&�� '� � ������ ��  ������ ����� �� ���'��� ;E30�� � ��� :E30�� �# &�� �������� ��

���� ���� ���������2 '���� ������ '����� ��� ������ �� ���� 30�� ������2 �� �� �����

��� ��������� ������ ���� ��� '� � ������ �� �����# �� ���� ����2 ��������� �� ����� 

,��2 '�� ��������� � �������� �� ���� ������� �� 38072 ��� ���'��� ��������� �����

��������� ��������� ������������ �������� �� ��� ����'��� ��� ���
'���� ���������

����� A������ /#3B# )�������� �� ����� ������� �� �� �������� �� ��� � �������2 ����

�������������������������+��������������������������=������#�

&���������������������������������������������'�������������������������������

�� ���� �� � ������� ��� ��� '���� ������ �� ���� ��������� �����# &� ��������� ���

'���� ������� ���� ���� ����������� �� �� ��������� �� 
��' ��� ������ ��������2 ���

����� �� ��� ������� ��� ��� �������� �� ��� ����� ����� ������ � �� ��� ������# *���

����� ���� ��� � ��������� �������� �� ��� ������# &��� ���� ����� ���� �� ��������

'��� � ��������� �����# &�������� ��� ���� ������ �� ����������� �� ��� �������

��������� �� ���� ����� ������ �� '���� ������ ��� ���� ��������� �����# ���� �����

�� �� ��������� �� ������ ��� ������ �� ��� ������� �� ���� ����� ���� �� ���������

�����#

������ /#/� ���'� � ��������� ������� �� � ����.����� ��� ������ '����

������� ��� ���� ����� ������� ����� �����# &�� �������� ��� ������ �� ���  ������

���� �� ��� ����� ���
 ��� ����� '���� ������� �� .��� �� ���# * �� ������ ������ /#/�

�� �'� �����������2 �� ��� �� ������ ���������� ���� ��� ����� ����� ��� �������� ��

� �=���� '��� ���� 3 ���� ���� �� ��� ����� ��� ���� ���� �� ��� ����� ���� �� ��� ����

�����# ������ /#/� ���'� ��� ��� ������ �� ��� ����� ���� ��� ���� �������� '����

��� ������� �� '� �# <������ �� ���������� �� ��� '���� ������� ��� �����

������� �� ������ ������ �� ��������� ����������# (��� ��� ��� ������ �� ���

������ �	�
 ��� ���������� ��� ����������� �������� ��������	 ���� ������ �� ����� ���� ���������� ��
�����	

����������	�
�

��	����
��
�
����
�������

����������	�
������	��	���	������



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

�� ����������
�!��"�� �������

'���� ������� ���  ������ �������# <������ �� ��� ���� ������� ��� ������ ��� ���

�������� �� � ������� ������� ������� ��
� �� ������ /#/�# �� �� ���������� �� ������

������������������������������������������#

	��� ��� 
��'����� �� ��� ��������� �� ��� ����� ����� ������ � �� ��� ������

�� '��� �� ��� ����� �� ��� �������2 ��� ����� ����� ��� �� ������ ��������� ���� ���

����������# &�� ��������� ����� ����� ��� �� �������� �� �������� ����� �� ���

������� ��
� ���'� �� ������ /#/�# <������ �� ���������� ����� ����� ��� ��������� ����

��� ������������ ����� �� ������ /#/�2 ��� ����� ����� ��� �� ���������� �������

������ �	�
 ��������� ������� �� ��������� ��� ���  ���������� ���������� ����������� �� ���

������������������������� ���������� ���������	�

�!�������"������� ����������������������������������������

"!������������������������������������

�!���������������#���� ��������������"����������������"������ �������

 !������������������������������� ������������������� �������������� ������������������	



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

�� ����������
�!��"�� �������

������� � �� ��� ��� � ��� '���� �������2 ����� ����� ����� ��� �������� ����� �����

�� ����� ��� ������ �� ��� '���� �������# *��� �� ����� �������� ����� ��������� ���

�������� ��������� ��� ��� ��� ������ �� � ������� ����� ���� �� ��� �������# (� ����

���� ����� �� �1����� ��� ����� ����� '���� ��� �� �������� �� ��� ��������� ����� ��

��� ������ �� ��� ����# ������� ��� '� � ������� ��� �� ������������� ���

���������������
����������������������/#/�#

���� �!�����	�

��� ��� �����2 ��� ����� ������� ����� �� � ����� �� ��� ���� ������ ��������� �#

�� ���� �1�������� � 30 �	 ������+���� ����� ������������ �� $-�$*� '�� ����

� ������� A'� �������! 0#96/E30�� �B# )� ����� ���������� ��������� '���� '��� �����

������ ��� �� �� � ���� ������ '��� � ���� ����� �� ����# 	��� � ���������� ������

����� �� '���� �� �������� �� ����� ��� '���� ��������� ������ ��� � ��� '����

������� ��� �� �� ��� �1�������� '������ ����� ��� '����# ) ���� ����� ����� �� 
���

� �� ��� ��� �� �� �� ����� �������� '���� �� ����� �=������ '��� �������# &��

�����������1�����������
����������������������������������������������������������#

&�� ����� ���� ��� �� ����� �� ������ ���� � �� ������ ������ �� ����� ��

���������� ����������� �� �'�2 80 ������� ������� ��������# &�� ����� ������� �� ����

��� ���� ���� � ��' �� ����� �����# &�� ��' �� ����� ����� ��� ������ �������

'���� � ��� ������ ���� �� ����� �� �� ��� ���� ���������2 ��� ������������� �� ���

����� ���������# &�� ��������� �� ��� ����� ����� ��������� ��
� ����������� �� ������ /#6!

����� A�B ���'� ��� ���� ���
 �� ��� ���������� ����������� ������� ��
� �� '����

������ �� ����� '��� ���� ��� ������ ����# ����� A�B ��������� ��� ����� ���������

������ � �� �� ���� ������ '���� ��� ��1����� ��� ������� �� ����� A�B# ����� A�B

��������� ���� ��� ����� ��������� �� ��� ����� ���� �� ��� ��������2 ��� ����� �����+

������# &�� ����� ��������� � �� ���������� �� ��� ���������� Θ A����� �B ��� ��

�����������'�����=�������A/#3B�?92�$����2�38:;@!
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� A/#3B
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����� ����� A/#/B



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

�� ����������
�!��"�� ������%

�� �� ��� ��������� �� ��� �������� �����2 Ν ��� ������ �� ����� ��� �α ��� �����

���������� ���'��� �'� '� �� ���� ��� �� � ����� �� ��� ����� �� ����� �����# β ���

����������������

��
����� ����� A/#6B

�� A/#/B ��� A/#6B ��� ������ 
 �� ��� ����������� ������ ��� ��������� �� ���

'� ���������λ����������������������!


�
��


�
A/#;B

&���=���������������������������������������������A�������/#6B#

��������	$
���������������������%�&$"��'&(���������������������������!
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����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

�� ����������
�!��"�� ������&

�� �=������ A/#3B ��� ������ �
�
�� �

���������� ��� ����� �� ��� �������� �����

���������# &�� ������ ������ ��� ������� �� ����������� ��� ��� �� ������� �����

A����� � �� ������ /#6B# &�� ����� ������ ��� ���	���� �	��� �� ��� ��������������� ��

�'� '� �� '��� ��� ���� ��������� ��� ��������� '� ��������2 '���� ����� �� ���

���������� '� � ����� �� ���� ��� ���� ���
 A���� ��� ���������� ���
�B ��� +

��������� �� Ν + �� ���� ����� ���
�# 	��� ��� ���� ������ 	
��������

�

��� ���������

������������+�����������������������������������������#

���������� ��� ������ �� ����� Ν ������ ��� ������ �� ����� ���
� ���

��������� ����� ������# &�� ������ �� ��� ���� ��� ���������� ���
� 
���� ��������

'���� ���� ������ ���� �����' �� �����# &�� �������� �� ��� ���� ��� ����������

���
� ������ �� ��� ���� ����� Θ# <� ���������� ��� '� � ������ λ2 �� '��� �� ��

���������� ��� �������� � �� ��� ����� ��� ����� ��� �� ������ ��� '����# &��

���������� ���
� ��� �� �������� �� ���������� �# �� ���� �1�������� ��� �������

,��+70�'����70��������������������������5�'������������������������#

) �=���� ��������� ��� ���� ���� ��� ������ ����� �� ��� ������ '���� ���

��������������������������2�����������������������������������������#

) ��"+������ ����'� �� � ������ ��� �������� ����������� '������ � ����� ���

�� ��� ���������� �� ������� ��� �� �� ������ ��� ���������� ��� � �������� '��� ���

���� �� � ��������# �� �� ���� �������� �� ������ � ���� ��� ��� ����� �� '� � �������

�� ��� ������� �� ����������� '��� �������� ����������# $��� ��� �����1 &,+9*F2 ���

5�
�� ���� 5�>>(% 40�� 3!3#7 ��� ��� ����� ������� ���� 	��& '��� ��� �������

��������	)
�����������



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

�� ����������
�!��"�� �������

<&7;7 �� $������� �� ���� ��� ��� ���� �=��������# &�� ������ ��� �� ����������

��������������:97�1�4:4���1������34��������������������#

��� ��� �������� �� '���� '� �� �� � ��������� ��� ���� ������ � �����������

'� � ����� �� �� ����� ��� A������ /#;B# &�� '� �� ��� ������� �� � �������� ���'���

��� ���
'��� �� ��� ������ �� ��� ��� �� ��� �����# &�� ��'�� ������ �� ���

������ ��� � �� ���������� �� � ������ ��������� '���� ����'� �� ����� ��� '� �������

��� ��������� �� ��� '� ��# <� � �������� ��� ������� �� �'� ����������2 �� ��

�������� �� ������ ���������� ��������� '� � ������# &�� �������� ���� �� ��� '� �

����� �� �=������ '��� � ����� �� ����� '���� 
���� ��� ��������� �� ��������� '� ��

������������#

�������/#4��� ������� �� ��'��������������������������1��������������+��#

��������	*
������������������
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 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

%� ��
������ �������

�����	�����

���� �"����	�������������

����������	�
��	���������	�
�����
���

��� ��� ��������� �� � ����� ����������� ������� '��� ���� ��� ������ �� ��

��������� �� 
��' ������� ��� �������� �� ��� ������ ��� �������� ��� �������� �� ���

����� ����� �������� ��� ��� ��������� ������ ������ � �� ��� ������# &����

��������� ��� �� ��������� �� � ����������+������# (� ��������� ��� ����������+

������ '���� ��2 ��� �� ��
� ������ ������2 �� �� �� ��������� �� ������ ��� �'�

�����'��������������+�������!�

&�� ����� ������ ������ ������ �'� ����������! (� ��� ��� ���� �� ���� �� ���� ��

������� ��� ��������� ��� �������� �� ��� ����� ����� �� ���� ����������+������ ���

�� ��� ����� ���� �� ������ �� �� ������ ��������� ��� ��� �������� '� �� ��
� ���

����� '���� ������� �� � ����� �������� �� ��� ����� '���� �������# �� ���� ���� �� �� ������

������ $	�
 +������ � �� �� ��� �������� �� ������ �������� ������ �� ���� ��  ��������� �� ���
���� �������������	
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����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

%� ��
������ �������

�� ������ ��� ����� ������ �������� �� ��� '� �+����� ��� �� ��� ����� '���� �������# &��

������ ������ ������ �� �������� �� ��� ��"+���� �������� ��� ��� ���������

�������2����������������������������������������'������������������������������'��#�

&�� �'� ������� ��� ���'� �� ������ 6#3# &�� ����� ������ A12�2. + ����� ������B

�� �������� �� ��� ����� ���� '��� ��� ������ �� ��� ������������ ����� �� ��� ������ �������

�1�� . ��� ��� ����� ����# &�� 1+�1�� �� �������� �� ��� ����� '���� ������� ��� ������

������ � �� ��� ����� ���� ��� ������� ����� ��  ��'# &�� �+�1�� �� ������������� �� ���

����� '���� ������� ��� ������ ��'�'����# &�� ������ ������ AF2G2H + ������

������B ����� ���� ��� ����� �� ������� �� ������ ��� 1+�1�� ��� �����'���� ������

��� ��' ������� G+�1��# &��� ������ �� �� �� ���� ��� ����� ���� ������ �� ��� ��1��

�������# <� �������� ��� ���������� ������ �� ���� '��2 ��� ��1��� �� ��� ����� ���

������� ���� ������ � 1+��������� ��� ��'�'���� ���� ������ � �+���������2 ��
� ����

������� ���������� �������� ��# &�� H+�1�� �� ������� ������������� �� ��� �������

����� ��� ������ � ���� ��� ���� ��  �����# &�� ������� �1�� �� ��� ������ ���� ��

����������������H+�1��#

�����������������
��	


&�� ������ �� ���������� ���� ���� ��� '� � ������� '��� ��� ��������� ������

���� ��� ����� ��  �����# ��� ��� ����������� �� ��� '���� ������ �� ���� ��������� �����

�� �� ��������� �� 
��' ��� ������ �������� ������ � �� ��� ����� ����� �� �� ���

�����# &�� ����������� �� ��� ������ ������ � �� ��� ����� ��� �� ��������� �� ���

�'� ������ φ ��� θ ��
� ���'� �� ������ 6#3 A������� ���� ������ /#42 �1����������

���+��B# &� ������� ����� ������ �������� �� ��� ���+�� '��� � ���������� �� ���  ���

�����2 ���� ��������� ��� ������ ����������# �� �� ���� ��� ������ �� ��������� ���

����������������'�������������������������������������#

��� ���� �������2 ����� �� ��� �� �� ��������� ���� ��� ������ ����������� �����

���� ��� ������� �� �1������� ��������� �� ��� ������ ���������� ������# &��� ��� ��

���������� ������ ��� ���������� �� �����'�! ������� ��� ������ �� ��� �������

������������� �� ��� ����� ���� A������ 6#/�B# �� �� ������ �� �� ��� ���� ����������

�����# �������� ��� ������ �� ������ ������ ��� 1+�1�� A����� ������B A������ 6#/�B#

<� ���� ������� ��� G+������ �� ��� ������ ������ �� �������# )����'���� ��� ������

��� �� ������ ������ ���� ��' G+�1�� ����� ��� ��������� ���� �� '����� ��� ����� ��

 ����� A������ 6#/�B# ��� ��� ����������� ������� � ����� ����� �� ��1�� �� ��� �����



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

%� ��
������ �������

����# &�� ����� ����� ������ �� �� ��� '���� ����� ��  ����� ��� ��� �� �� ��������

����.������� �� ������� �� �������� �� ��� '���� �������# ������� ��� ���� ���������� ��

����! &�� ������ �� ���������� ��������� '��� ��� ����.����� ����� ����� ���� '����

���� ������� ��� ������ �� ��� �����2 �� �������� �������� �� ��� �������� �� ��� �����

��
� ���'� �� ������ 6#6# &��� ��� �� ����� �� �� ������� ��� ������ ������� � ���

������������������������������������� ���������1���A�+������B�A���#�6#/�B#�

������ $	�
 ����� �� ��� ������
 �! ,����� � #���� ������� ���� ������ �� ��� ����� �� �	 "!
������� ������ ����� ������ �! ������� ������ ����� ��� -����� ����� ��� ����"������ ������ ������
��� ����� ���� �� ������	 ���� ������� �� ����� ���� ����� ��� ������ ����� ��� ��#������ �� ���
�������� ����.����� ���� �� ��� ���� ��� �� ������� �� ��� ������	 ��� ������ �� ������� �� ��� �����
���	

� !"
��
��
���
��
	

#

$

≈ !"
��
��
���
��
	

� � �

�������$	$
�/��#�����������������������%����������!��������������"�������������	
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����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

%� ��
������ ������#

�������������
�	��
�������������
��	

&�� �������� �� ������� 6#6 ��� ������ ��� ��� ������������� �� ��� ������ φ

��� θ# ������� ������� ��� � ����� � A��� ��1��B �������� ���� ��� ������� ������ �� �

������ �������� �� ��1��# �����  ������� ����� �������� ���� ��� ������� ������ �� �

���������������������2��������������������������������������������#�

&� ��������� ��� ������ φ ��� θ2 �'� �������� ��������� �� ��� �1���������� ���+

�� ��� �� ���# �� ������ 6#; ����� ��������� ��� �1������� ���� ������ 6#3# &�� �����

�������� �� ���������� �� �2 ν ��� ��2 ��� ������ �� ���������� �� �2 µ ��� ��# �� ���

�� ��� �� �������� �������� �� ��� ����������� ������� A������ 6#6B# µ ��� ν ��� ��

����� '��� ��� ���� �� ��� ������� �������+������ �� ��� ������ ����+�������+

������# ��� ����������� ����� ������2 �'� �������� �� � ����� ����� ��� ��
�� ��

��������� ��������� A������ 6#4B# &�� ����� ��� �� �� �������� �� ��� ��"+����# &��

�������� ���'��� ��� ����� ����� ��������� �� ∆�# &�� ������ ∆�2 ��� ���� �1��� ��

��� �����������# Μ I µ �� ��� ����.����� ����� ��  ��' �� ��� ����������� ��"+����

A������ 6#3B# Ν �� ���  ������� ����� ��  ��'# � ��� � ��� ��� '���� �� ��� ��������

�����# � ��� � ��� �� ���� ���� ��� ����� ����� �� ��� �������# &�� ����.�����

������ $	)
 ��� ��������� "������ ��� ����� ���� �� ��� ������ ���� �� ��� ����� �������	 0��� ���
����������������� � �������������� �������������������	

θ

�
�

�

µ��

ν��

�

φ
�
�

���	
�����
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 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

%� ��
������ ������$

��������� ��'�Μ�������������������'���!

��������	���� 
�

���
�
� A6#3B

&�� �1��� �������� �� ��� ����� ����� �� ���� ��������� �� ��������� ���� ���

���������∆�����'���������'�����������������������#�&���������������������'���!

�
�
�


�
� �

�
�
�

�
�

A6#/B

)������������Μ2�Ν���!

������	���� �
�

���
�
� A6#6B

���'����������������������������������������������������������������#

(� ��� ����� ���� ��� ������� �� �� ����.����� ��� �� ��  �������# �� �� ��� �������

�� ����� ����.����� ��� �� �� ��� ������� �� ���  ������� A������� ������ 6#6B#

�����=�����������������µ�I�Μ�����ν����������������������Ν2�������!

���������������
�

� �
��
� A6#9B

�������$	*
�1������������������������������"����2�������������������.���� �.�	
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�����
���	
�� �

�
�

	

�
�

�
	

Μ



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

%� ��
������ �������

	���� �� �� ������ ���� ��� �����'��� �'� �=������� A������� ������ 6#3 ���

6#6B!

������ ����

���
J� ��������

��
�

�
A6#;BJ�A6#4B

�� ����������� �# �� �� ��� ����������� ������� ������ �� ��1�� ���

��� ��������� ���� �� ��1�� A������ 6#6B# ��� ����������� φ ��� θ '��� ��� ���� ��

��� ��������� �� ������ 6#; �� �� ��������� �� ��������� �# &��� ��� �� ���� '��� ���

���� �� ��� �������� ���'� �� ������ 6#9# &��  �������� �� ��� �� ��� �� �������� ��

��� ����������� ������� A������ 6#6B# µ �� ���������� �� �=������ 6#3# ���� ���

�����'��� �'� �=������� A���� �������B � �������� ��� �� �� ������ ��� ����������� �

���������������α#

�
�

������
�

�

�� �	� J�

�
�

������
�

�

�� �
���	� A6#:BJ�A6#7B

����������

��

�
�
��

�
��	������������
���������	��

�

�
�
��

� ����
�
�������
�������������

�

����
�
�	�����
�����	�������

�

���������

�������$	3
�1������������������������������������������������ ��������������������������	

µ

α ����−µ−α
θ
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�

�
�

�
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%� ��
������ �������

A6#8B

������� ��� �=������� ��� ����������� θ ��� φ ��� �� ��� ��# �� ������ 6#; ���

�����'�����=�������������A������������B!

�

���������

�
���

�
�
�

������
A6#30B

�����A6#30B������'�!

��
��������	��� �����
�

��
�
�

� A6#33B

)�������������=�����������φ�������������2�������!

��
��������	��� �����
�

��
�
�

� J�
����������	��� �����

�

��
�
�

� A6#3/BJ�A6#36B

*=������ A6#3/B ������� '��� ��� ������ �� ������� ����' ��� '���� �������

Aφ K 80LB ��� A6#36B '��� ��� ������ �� ������� ��� � ��� '���� ������� Aφ M 80LB#

&�� ����������� �� ���������� �������2 '��� φ ��� θ ��� ������������ ������ �� �������

���� 80L# �� ���� ����� ��� ����������� '�� ����������� ��� ������ ���'���

�����1������� 34L ��� 70L ��� 304L ��� 3:0L ��� φ ��� ��� ������ ���'��� 30L ���

70L ��� 300L ��� 3:0L ��� θ# (�� �� ���� ������ ��� ����������� �� ���  ��� ������# ��

��� ������ ��� ����� �� 80L2 ��� ���������� ���'��� �� ��� �� ��� ��� ������� ��

������  ��� �����# �� ��� ������ ��� ����� �� 0L �� 690L2 �� �� ��� �������� �� ���� ���

��������������������#

��������	�����
��	���
� ���!�
"��	�
��������	�
�����
���

&����������������������������������������������������������������#�&���������

��� ���� ��� ������� ����������� �� ������ �����������# ��� ����������� ��� '����

������ �� ��� �� ����� ���������� �������2 �� �� ��������� �� ��������� ��� ����

���'��� ����� �������# <����� ����� ��� ���������������2 ��� ������� ������ �� ���



����������	�
 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

%� ��
������ ������%

���������� ������� �� � �� �� ���������� ���� ��� ������ φ ��� θ# α �� ��� �������

����� ������ ��� 1+�1�� ��� β �� ��� ������� ����� ������ ��� G+�1��# β �� ������

�������������!

����
�� A6#3;B

��� ����������� α2 ��� ��������� �������� ����������� �� ������ 6#: �� �� ��� A�����2

���� ��������2 ���������� �� φ2 β ��� ���+ α)# ��� ��� �����������2 ��������� ��������

�������!

	�����	��
���	��	���� A6#34B

*=�������A6#3;B�����A6#34B���������������!
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���		��

	����

	����


��� A6#39B

5�' ��� �������������� '��� ��� �����1�� ��� �� ����# &�� ����� �'� �����1��

�������� ��� �������������� ���� ��� ����� ������ ���� ��� ������ ������# ��� ���

����� �����1 A������� ������ ��� 1+�1��B ��� �������������� �� ��� �+���������� ��

�1������� �� ������ 6#7# &�� ����� ��������������� '��
 �������# &�� ���������������

��� ���� '������ �� ��� ��� ������ �� ��� ���������� ������# ) �� ����� �� ���

���������� ������ ���� ��� ����� ���� �� ��� ����� ����� �� ��� ������ �� ���

�������$	(
�,������������������������������α��� �β������φ��� �θ	

α

β

φ

�
�
�

���

�

�

�

��
��
�α

θ�	����
�β
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 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

%� ��
������ ������&

���������# �� '���� ���� ������� ��� H+

�����������# ����� ��� ��"+���� �� �������� ��

��� F + G + �����2 ��� H+����������� �� ���

������� ���� ��� ��'��� .���# &�� ������� ������

����1+�1������������������!

�
��

�

�����
� $ $

$ 	��	� ��� �	�

$ �� �	� 	��	� ���
�

�

�� A6#3:B

&����������������������G+�1������������������!

�
�

�

����
	���� $ ��� ���

$ � $

�� ��� $ 	���� ���
��

�

��� A6#37B

����������������������������1������'�!

�
�

�

����
	���� ��� ������ �	� ��� ����	��	�

$ 	��	� ��� �	�

�� ��� 	������� �	� 	�����	��	� ���
�

�

�� A6#38B

&�� �����1 ��� ��������������� ���� ��� ������ ���������� ������ ���� ���

���������������������������������������������������1����A6#38B���������������������!

�
�

�

����
	���� $ �� ���

��� ������ �	� 	��	� 	������� �	�

��� ����	��	� ��� �	� 	�����	��	����
�

�

�� A6#/0B

���� �"��"�	�������	�������������

��������	#�	
��	�������!���

&�� ��������� �=������� ��� ����������� ��� '���� ������� �� ���� ���������

����� ��� �� ����� �� ������ 6#8# &� ����������� ���'���  ������ �� ������

����������� ���  ������ �� ����� �����������2 ���  ������ �� ������ ����������� �� �

� ������� ������ �� �  ������� ����# ��� �1����� ���  ����� ���'��� ���� ��� �����

����� �� ��� ������ ���� ����� ��� H+�1�� �� ��� ����� ���� �� ����� �� �� �����

������ $	4
 5�����
 ������������ ��� ��
���� ����� �� � ���� ���� � ������ 
���� ������������	

�G

.

H
α

������α)

�
��
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α)

�� ��	��	�� ���� �	�
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 ���������� �� ����� ���� �� � ������ �� �������� �����

%� ��
������ �������

����������� ��� ��� �� ������ �����������# ����� ���������� ��� ���
�� '���

��� ����1�� �2 �2 � �� ���� ��� �� �� �� ������ ����������� ��� '��� �2 �2 	 �� ���� ���

�� �� �� ����� �����������# &�� ����1 
 ����� ���� ���� ��������� �� �1������ �+�����

'���� � �� ��� ������ �� ��������� ������# �� ���� �1�������� � �� ����# �� ������ 6#8

���  ������ ��� ��������� �� ������ �����������# &��� �� �� ��������� ������� ��� �+

��� �+���������� �� ��� ��� ���� .��� �� �������� �� �� '���� �����

����������������������������������.���#

�������������
��	

&��  ����� ���� ���������� ��� '���� ������ �� ���� ��������� �����

�������� ���� ��� ��������� �����# &�� ������� ���
 �� �� ��������� ����  �����# &��

��������� �� ���� ��� �� ��������� �� ��� �� ������+����� �� ��� ����� ���� ������#

&��� ����� ��� �� ���������� ��� �1����� �� ��������� ��� �������� ���'��� ���

����� �� �'� ������ '��� � ������� �����# &�� ������ λ �� ���� �� ��
��'�# ����

�=�������A6#/3B�λ������������ ���A�������6#8B!

�����������������������������  � ��$ A6#/3B

�������$	6
�7����������������������������������������������������������������	
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&��  ����� ��� �� 
��'�! ��� F ��� G ���������� ��� .��� ��� ��� H

��������� �=���� . �� �=������ A6#8B# ���� ��� � ������ '���� �������� ���

�������� �� � ������������ ������ �� ���� ����� ���� '��� ��� ����� '���� ������� ��

��������� �����# &���� ��� �'� '��� �� ����������� ����� �����������# (�� '�� ��

����������� ��� ���������� '��� �=������� A/#3B �� A/#;B# �� �� ��������� �� 
��' ���

�������� ���'��� ��� ������� ������� ��� ��� ��������� �����# )��������� ��� ��������

�� ��� ����� ����� ������ � �� ��� ����� �� � �� �� 
��'� ��� ����������� ��� ������

���� ! &�� ����� '�� �� �� ������� ��� ��������� �� ��� ����� ����� �������� �� ���

����� '���� �������# �� ���� ����� ��� ����������� �� ���� �� ���
��� ��� ��������� ��

��� ����� ����� �� � ����� ����� ����� �� ��� '����# &�� ����� ���� ������� �� ���

����� ����# )�� �������� ����������� �� ��� ����� ���� ���� ��� ����� ����
���� �� �

��� .+����������� �� ��� ����� ������# &�� �������� �������� �� ��� ����� ���� ��� ���

��� 1+�����������# 1 I 0 �� ��� ����� ����� ���� ���� ������  ������� ��� � ��� ����� (#

&�� �+���������� �=���� ��� '���� ������ ��� � ( ��� �� ��������� ��� � ��� �����

�����# &��  ����� �������� �� ����� �� �� ����� �����������# )���� ������������ ����

 ����� ���� ������ �����������2 � ����� ����� ������ ��� �� ���������� �� ��� �����

'���# &��� ����� ��� �� ���������� �� �������� ��' '���� �� �� ��� ���� ��  �������

����������!
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��� ����� � A6#//B

� ��� ��� ���������� �������# �� �� 3 ��� ��� ��� �� �� 3#;9 ��� �����# δ��
 ��� ���

������ �� ���������� ��  ������� ��������� A������ 6#30B# γ��
 ��� ���  ������� ������ ��

 ��' ���� ��� ������ �� ���� ��������� �����# &��  ������� ��� ����.����� ������ ��

 ��'�γ
����!
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������� �	� J� �������	����

������� �

������� �	� A6#/6BJ�A6#/;B

���� A6#/6B �����'� ��� ���  ������� ��� ��� ����.����� ����� �� ���������� δ� ���

δ�!
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	������ �
A6#/:BJ�A6#/7B

<� ����������� # ���� ��� �+���������� ���  ���� ��� �+���������� ��

���� ���������������������������������#

�  � �� ��� ���������� �� ���� ���� ��� ������� �����# ��� H+���������� �� .���

'���� ��� F+ ��� G+���������� ��� �� �������� �� ��� �������# )��� ��� ������ Λ ��

�  � ��� �� �������� �� ��� �������# ��� ���� ������� ��� ��������� �� ��� �����

���� ��������� �� ��� ��������� ����� �� ��� ��1��+������� ��� ���������� ���

���������� ���� ��� ����������� �� ��� �������� ����� ���� ��� ������ �� ��� '� �

�������# &�� ����������� �� ��� ����� ���� ��������� �� ��� ��1��+������� �� ���� �

�������������� �� ���  ������ ������ ���� ������ ����������� ��� ������� ��� .+

���������� �� .���# �� �� ��������� �� ��������� ���� ������� ���� ��1�� ���� ��# &���

��� �� ���� �� � ��������� ��������# &� ��� ���� �������� ��� ����������� �� ��� ���+

�������������6#4������������#���������'�!
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&�� ������ �� �  � �=���� ��� ������� �� ��������� ��� ������ Λ �� �  �

���������1����������!
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&��  ������ �������� 2 ���� ��� ��� ���������� �  � ��� ����� �� ��� �����2

������=�������6#63��������!
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A6#60B��������������'�����������������  ��
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� ������ �� ��
� A6#6/B

  ��
 �� �=������ A6#63B ��� �� ����������� �� ��� ����� ���� �� A6#6/B# ��� �� ��

  ��
������'�!
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�

A6#66B

)��  ������ �� �=������ A6#/3B ��� 
��'� �� ���� �����# &�� �'� ������� λ ��� �

��� ��
��'�# ����������� ���  �����+�=������ A6#/3B ����� �� � ������ ������ �� �����

�=�������# &��� ������ ��������� � ����� ��������# &��� ����� ���� ��� �������� ���

���� �� ������� �� �'� �����������  ������ �� ������� ��� ���������� ������# &���

��� �� ��� �=������� �� ��������� �� ��� ����� �'�# ) �������� ��� � �� ��� ������#

(�������������=�� ��������������������λ
���!
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� 	���� �� 	���� ����� 	� ����� 	��� ��� �

� � 	���� ��� 	���� ����� 	��� ����� ����� 	�� ����� 	���� ���� 	�� �
A6#6;B

�� �=������ A6#6;B ��� =��������� ��� ����������� ���� ������ ����������� ��

����� �����������# �� �� ���� ����� ��� ��� ����� �� �� ��� '���� ������ �� �������� ��

�����������������#�

������������ ����������������������'� ����������������������������!

�� ������������ A6#64B

��� ���������� ��� ����������� �� � �������2 ���
 ��� �	�
 �� � �� �� ���� ���

��� �' ��� �+����������� �� ��� ��������� ������2 '���� ���
 ���������� ��� '����

������ ��� � ���� ������ �� ��� �+�+�����# "�������� �� ��� '� � ����� ��� ���
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%� ��
������ ������#

�� ������ ����� �� ��� ����� ������2 ��� ����������� �� ��� ��������� ������ �� �

��������# &��� ��� ��1�� ��� � �� ������ ����� �� .���# )� �1����� ����������� �� �����

�� ��� �������1 �� ��� ���� �� � ,������ :#0
 	��
����� ���� # &�� �����������

'��
����� A'� � � ��������#���B �� ���� ����� �� �"+%(, �� '��� �� ��� ��������

���� A'� �#� �B2 ��� ������� ��������� ���� A'� ����#� �B ��� ��� ������ A'� �� ��#� �B#

�����������'������������'��
����������'����������������������������#

������$��$�
���
��	

)� ����� ����������� '�� ��������� ������� ��� ����� '�� ���� �� ��������!

������� � ������� '�� ��
�� �� ��� ����� '���� �������# &��� ��� '���� �� �� '�� ����� ��

��'���� ��� � ������ ������� '�� ��
��# ���� ��� �'� �������� �� �� �������� ��

��������� ��� ���������� ���'��� ���� '���� �� ���# &�� ����������� ��� �� ����
��

�� ��������� ��� �������� ���'��� ���� �� ��� �������� �� ��� ����������� ����� '���

'��� � �����# ��N� ���� �������� �� ����
 �� ��� '���� ������ �� �=��� �� � ��� ���������

����� '���� ����� �� ��� ���������� ���� ��� ����������� �� ��� ������ '�� �������# )�

���������� ���������� '�� ���� �� ��������� '� �� �� ��� ���� ���������# &��

'� � ����� '�� �������� ��� ����������# &�� ��1���� ������ �� ��� '� �� '��

�����������������������������������������������������'�������������������#

&�� ���������� ���'��� ��� ���������� '���� ������� �� ���� ��������� ����� ��

� ����� '���� ������� '�� ������� ���� 3 ��# &�� ����� �� ��� ���������� ���������� ��

����� '���� �� ��� ��� ��� �������� ���������� �� ����� '���� �� ��� '�� ������� ���� /

��#�&������������������������������������������������������������'������� ��#�

&�� ����� �� ��� ��1���� '� � ������ '�� ������� ���� ; ��# &�� ������

�� ������ ������� ������� �� �������� ������� �������� ��� �� ��� ������������ �� ���

��"+������# &��� ����� �� ���� ����������� �� ��� �������� '���� ������# �� ����

����� '� �� ���� ����� 60 �� 340 �� ��1���� ������ '��� ��������#

�����=������ ��� ����� �� ��� ������������ �� ��������� ���'��� 3; O ��� �����

'� �� ��� 6 O ��� ������ '� �� ������ � �� ��� ��1���� ������ �� ��� '� �# ���

'� �� ������ ���� ;00 �� ��� ����� �� �������� �� �� ������� ���� 3 O ������ � ��

������1�������������������'� �#
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���	�����

&���� ��� � ������ �� ����������� ��� ����� ��� ��� ��������� ������ '����

�������������������������������������������#

� )� ��������� ��������� ��� ������� ��� ����������� �� ��� ���������� ���� ���

�������� '���� �� � ���� ������ ��� � ��������# &��� ���������� ����� �� ��������

'��� � �������� ������� '���� ������� ��������� �� ����  ����� ����� ��� ����� ��

���������� �������� ��������� �� ���� ������# &�� ����������� �� ��� ���������� ���

���������'���������'���������������������������� ������������������#

� &�� ��� �� � �������� ����� '���� ����' �� ����� ��� '���� ��������� ������

��� ������'������������#

� &�� ��� �� � ����������� ������� ����� ��
� �� �� ���� �� ?62 ����� �� ��2 3884@ '����

������ ��� ����������� �� ���� ��������� ������# &�� ����� ��������� �� ����

�������� � �� ��� �������2 '���� ��� ����� ��������� ��������� ������������� �� ���

��������������������������������'������������������������������������#

� &�� ���������� �� ��� ������ ��� ��� ����������� �� ������ '���� '� �� �����

���������������8#0�1�8#0�1�0#8���'� ���������1��������������$�����+	����-�� ������#

� &�� ��� �� ������� ������� '���� ��� ���� ���� ����� �� ��� '� � ������ �� ��� ����

������������������2�'������������������������������������#

� &�� ������ �� ������� '� � �������� ��� �� ��������� �� ����� � ���� �����������

������ �� �� �������� � ��� ������ ���� �� ��� ����� ������� ��� ��������� ����

'������1����'���������+ �������� �����������������������'�����������������������#
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!����" ����#$%&#'$ �'(()
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6# �# �����2 G# H���2 �# $# ����� ��� D# 5# ���'���J ����� ������2 ������+������2

�����+�����12 ��������������� ���������� ��� ������������� '���� '� �

������������J���������*���� �!����)% ����),$+&),$( �'(("

;# �# �����2 5# ���'���2 �# )# �������+����.J &������������ ������������ �� '����

'� �� ����� ��� ���������� ����� ������J ������� *���� !��� #( �� )(,'&)(,) 

'(($

4# D# $# 	�������J *1����� � ��������� � %����� �� ���������� ������ �� 	���� 	� �

,����������J ��0�1 2�	������ 0��	��� �
������ 1������	
�3 	
� ���

���	����
� �� ������� �	����	��� �� ��� 4
�5����6 �� 78�
�� '((+9 ������5	/��

	�:�����:;;888��	�����8�
���
�;<8�����;���;�����������

9# *����� $����2 )����� H����J )������ -�� ������J (�����J �����
&����6

��/����
������	
6�0�	��
�9��		�������'(-%

:# )���� 5�������J -�� ������ �� ,��������J ��������� (����� + )� ������������J

�����
&����6���/����
������	
6�0�	��
�9��		�������'(+,

7# ���� )# &�����J ������� ��� ���������� ��� *��������J ����� ��/����� �
�� 1�8

=����'(('



Topographical Measurements of Water Waves at a Matrix of Measuring Points

Appendix page 32

Appendix

A. Calibration

Calculating the Camera Position

Specification of the system variables:

Measures of magnitude pictures (figure 3.6):

w1 122.8 mm

w2 224.2 mm

h1 92.5 mm

h2 169.8mm

∆ z 835 mm

CCD-chip:

Hp 576

Wp 768

Measures of calibration picture (figure 3.3):

Y1
Hp

2

2

96
2

x1 104.3 mm

x2 97.7 mm

y1 78.6 mm

The angles of view can be calculated (equations 3.1 - 3.6):

z2
w2 ∆ z.

w2 w1( )

Ν 2 atan
h2

2 z2.
. ν 2 atan

Y1 2. tan
Ν
2

.

Hp
.

µ 2 atan
w2

2 z2.
.

The distance of the intersection point of the canal surface and the optical axis to the focal point is
(equations 3.7 -3.9):

z

x2 x1. cos
µ
2

sin
µ
2

π. sin
µ
2

cos
µ
2

π..

2 x1.( ) sin
µ
2

π. x2. sin
µ
2

. x1
2

2 x1. cos
µ
2

π. x2. cos
µ
2

. x2
2

sin
µ
2

.
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The position of the camera is defined by the two angles θ and φ. The following equations are valid for
camera positions above the water surface (equations 3.10 -3.13):

θ π µ
2

asin

z sin
µ
2

.

x1
φ ν

2
asin

z sin
ν
2

.

y1

Coordinate Transformation between Canal System
and Camera System:

Turning angles of the camera coordinate system
relative to the canal coordinate system (equations 3.14 - 3.16):

α π
2

acos
cos φ( )

cos θ π
2

β θ π
2

Transformation from canal coordinates into camera coordinates (equation 3.17 -3.19):

T

cos β( )

0

sin β( )

sin α( ) sin β( ).

cos α( )

sin α( ) cos β( ).

cos α( ) sin β( ).

sin α( )

cos α( ) cos β( ).

O in camera coordinates:

OO z

0

0

1

Transformation from camera coordinates into canal coordinates (equation 3.20):

t

cos β( )

sin α( ) sin β( ).

cos α( ) sin β( ).

0

cos α( )

sin α( )

sin β( )

sin α( ) cos β( ).

cos α( ) cos β( ).

O in canal coordinates:

O t OO.
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B Calculation of Water Heights

The position and the diverging angles of the laser beams are specified:

Coordinates of measuring points on still water surface:

y 120

P

41

y

95

89

y

95

137

y

95

41

y

144

89

y

144

137

y

144

41

y

193

89

y

193

137

y

193

mm

Direction of laser beams from Pn:

l

21

549

21

0

549

21

21

549

21

21

549

0

0

549

0

21

549

0

21

549

21

0

549

21

21

549

21

mm

The possible positions of the laser beams in the picture are calculated:

Transformation of laser beam end points into camera coordinates:

PP T P.

The next part considers the refraction of the canal glass:

Vektor in canal coordinates from focal point to light point on the still water surface:

i 0 8..
j 0 2..

OP
i< >

O P
i< >

Angles of refraction (equations 3.23 - 3.26):

δ1
i

asin

sin atan
OP

1 i,

OP
2 i,

1.46
δ2

i
asin

sin atan
OP

0 i,

OP
2 i,

1.46

Shift of picture due to refraction (3.27-3.28):

w
i

sin atan
OP

1 i,

OP
2 i,

δ1
i

10 mm

cos δ1
i

. v
i

sin atan
OP

0 i,

OP
2 i,

δ2
i

10 mm

cos δ2
i

.

Applying the shift due to refraction at the canal glass:

PP
i< >

PP
i< >

v
i

w
i

0
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Scale in Pn and projection of measuring points on reference plain into picture plane (equation 3.29):

MP
i

w2 w1

Wp ∆ z.
OO PP

i< >
2

.

PPxl
i< > PP

i< >

MP
i

PPxl are the positions of the laser end points in camera coordinates measured from the picture mid-point.

Move of coordinate system from picture mid point into upper left corner:

PPexpected
i< >

PPxl
i< >

Wp

2

Hp

2

PPxl
2 i,

Coordinates of laser beams in the wave pictures. The following matrix contains lines for a film of ten
pictures. In the first line are the x-coordinates, in the second line are the y-coordinates and so on.

pointcoord

299

402

293

416

293

414

306

379

306

367

320

327

338

285

328

288

314

331

459

413

474

383

468

382

485

342

503

299

507

295

503

307

484

338

472

379

618

409

643

380

646

352

672

297

674

297

665

318

651

352

634

391

620

415

222

298

218

310

219

305

224

291

233

261

251

196

256

180

254

193

241

223

381

308

381

305

394

277

405

240

418

200

427

182

420

220

407

239

396

272

543

301

555

272

568

231

583

202

585

200

577

224

562

261

551

290

543

304

148

203

146

207

146

202

152

186

158

159

173

102

183

80

179

99

168

147

307

208

310

200

317

179

326

149

343

91

349

83

344

104

330

151

317

183

468

198

472

185

487

147

505

100

506

98

503

134

484

174

471

196

467

204
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The number of the index behind "pointcoord" chooses the line of the matrix above for the evaluation:

Λ2
0 i, pointcoord

12 i,

Λ2
1 i, pointcoord

13 i,

This is the part of the matrix pointcoord (representing one single picture) that is evaluated presently:

Λ2
338

285

503

307

651

352

256

180

420

220

562

261

183

80

344

104

484

174
=

This line allows to read a pixel picture of the still water surface to compare it with the calculated results:

M BMPLESEN"c:\stillw.bmp"( )

Running variables of the read pixel picture:

o 0 575..
p 0 767..

The following line defines the function "runden" which is necessary for drawing the lines of the possible
locations of endpoints into the wave pictures:

runden x( ) wenn x floor x( ) 0.5< floor x( ), ceil x( ),( )

This line rounds the coordinates of the laser beam end points to assign the coordinates to the whole
number of pixel coordinates in the picture:

PPexpected
j i, runden PPexpected

j i,

The following line draws the calculated endpoints in a picture from the still water surface to give the
possibility to compare the calculated results with a photograph of the still water surface:

N
o p, wenn o PPexpected

1 0, p PPexpected
0 0,

. o PPexpected
1 1, p PPexpected

0 1,
. ... o,

Normalizing of l:

n
i

l
0 i,

2
l
1 i,

2
l
2 i,

2

ln
i< > 1

n
i

l
i< >.

Transformation of l into camera coordinates:

lln T ln.

lln

0.237

0.819

0.522

0.271

0.82

0.504

0.305

0.819

0.486

0.222

0.841

0.494

0.256

0.841

0.476

0.29

0.841

0.458

0.207

0.861

0.465

0.241

0.861

0.448

0.274

0.861

0.429

=

Drawing lines of possible positions of highlights in the picture:

Gradient of the lines:

a
i

lln
1 i,

lln
0 i,
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Calculation of all possible positions:

N
o p, wenn o runden a

0
p. PPexpected

1 0, a
0

PPexpected
0 0,

. o runden ... 255, M
o p,,

Drawing white lines in the picture:

BMPSCHREIBEN"c:\stillwlin.bmp"( ) N

Defining the position of the laser end points on the zero levels (still water surface):

Λ1
0 i, PPexpected

0 i, Λ1
1 i, PPexpected

1 i,

Calculating the change of the laser end points:

Λ
i

Λ2 Λ1( )
0 i,

2 Λ2 Λ1( )
1 i,

2

Calculating the virtual vector parallel to CCD-chip (equation 3.30-3.33):

LL
1 i,

Λ
i

MP
i

. PP
1 i, lln

2 i,
. lln

1 i, OO
2

. lln
1 i, PP

2 i,
..

PP
1 i, lln

2 i,
. lln

1 i, OO
2

. lln
1 i, PP

2 i,
. 2

lln
0 i, OO

2
. lln

0 i, PP
2 i,

. PP
0 i, lln

2 i,
. 2

LL
0 i, LL

1 i,
2 Λ

i

2
MP

i

2.

LL
2 i, 0 m

Transformation of LL into canal coordinate system:

L t LL.

Length of laser beams (equation 3.34):

λ
i

L
1 i, O

2
. L

1 i, P
2 i,

. O
1

L
2 i,

. P
1 i, L

2 i,
.

ln
1 i, O

2
. ln

1 i, P
2 i,

. ln
1 i, L

2 i,
. ln

2 i, O
1

. ln
2 i, P

1 i,
. ln

2 i, L
1 i,

.

The matrix H contains the final result. The second line represents the water height above the points in the
measuring plane which coordinates are defined by the first and the third line:

H
i< >

P
i< > λ

i
ln

i< >.

H

43.215

177.918

97.215

89

172.199

96.997

135.479

159.761

96.521

43.205

177.648

144

89

168.09

144

135.627

155.898

144

43.223

178.106

190.777

89

172.701

190.984

135.732

153.137

191.732

mm=
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C Graphs of the results

The following nine pictures show the passing of a wave of 40 mm height. The paddle

produced waves with a frequency of 1/1.1 Hz. The result appears like a film, recorded

with a frequency of 10 Hz. In fact the camera was adjusted to a frequency of 1 Hz

because the time difference between the recording of the single pictures is the more

exact the lower the frequency of the camera is. At 10 Hz the time period varies about 20

%, at 1 Hz only around 1 %. The following picture sequence contains data of ten

succeeding waves. The measurement points are marked with white dots. The

photographs already contain the lines of calculated, possible beam end point positions.

Beam three in the picture corresponds to the measuring point in the foreground of the

graph.

Processed wave pictures: Graphs of evaluated data:
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